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I! est ddmontr6, dans ce papier, qu'il est ddcidable de ddterminer si un langagc rcgulier 
peut 6~rc engendr6 par un TOL-syst6me unaire, Nous obtenons, aassi, en particulier, la 
ddcidabilitd e r6quivalence ntre un TOL-syst/:me et ~n OL-syst6me unaire. Enfin, il est 
d6cidable de ddterminer, si un TOL-sysN:me unaire engerdre un OL-langage. 
1. Introduction 
Les L-syst~mes et l.-iangages ont 6td introduit en 1968, par Lindenmayer [4,5], 
pour rendre compte du d6veloppemenl cellulaire de certaines esp~ces vivantes, l,a 
th6orie math6matique d s L-syst~mes a, depuis, connu uric extension tr/~s rapide; 
cependant de nombreuses questions restent encore posdes, dont la plus cdl6bre est 
celle dc la d6cidabilit6 de l'6quivalence de deux DOL-syst/~mes (cf. [6]). On ne salt 
pas, non plus, si la rdgularit6 est une propri6t6 ddcidable pour les OL-langages (cf. 
[Ill). 
Dans cet ~'ticlc, nous nous intdrcsscrons uniqucmcnt aux L-syst6mcs ddfinis sur 
un alphabet d'unc seulc Icttre, Ics L-syst/~mcs unaircs. Lcs OL-langagcs unaircs 
(UL-langages) ont 6t6 compl6tcmcnt caract6ris6s [l,2]-ct Salomaa a donnd un 
algorithmc permcttant de ddtcrmincr si un langage rdgulicr unairc pouvait ~trc 
e ngcndr6 par un UL-systbmc [10]. 
La restriction ~ un alphabet unairc des TOL-systbrncs, d6finis par Rozcnbcrg [7] 
en laissant Ic choix,/~ chaquc 6tape dc la d6rivation, entre Ics diff6rcntcs tables du 
systbme, pert'net dc ddfinir unc classc dc langagcs ncttcmcnt plus complcxc quc la 
classc des UL-langagcs. Ccs TOL-langagcs una;rcs (TUL-langagcs) on did dtudids 
dans [3] off il cst montff: quc tout TUL-svstbmc nc c~nt~nant quc des tables non 
ddtcrministcs (DTUL-svst6mc) cngcndrc un langagc r6gulicr cffcctivcmcnt con- 
structible. De  plus, il est d6cidablc dc d6tcrminer si un TUL-syst6mc quclconquc 
engcndrc un langage rdgulier et dans cc cas, on pcut cffcctivemcnt construirc :e 
langage rdgulier [3]. Ccci va nous permcttrc d'6tcndrc, cn premier lieu, Ic rdsultat 
de Salomaa [10] cn montrant qu'il cst d6cidablc dc dd~crminer si un langagc 
rdgulier unairc pcut 6trc cngendr6 par un UL-, TUL-, ou f)TU'L-syst6rnc. 
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Pour ce fair,*, nous utiliserons la m6me technique qui consiste h trouver, pour 
tout langage regulier unaire R. un entier b(R) qui vdrifie: Rest  un TUL-iangage si 
el seulement :~i R peut 6tre engendr6 par un TUL-syst~me dont tous les  616merits 
sont inf6rieurs /l b(R). Nous en  d6duisons, ensuite, d'autres r6sultats de 
d6cidabilit~ te~s que: on peut d6cider si un TUL-syst~me ngendre un UL-langage 
ou engendre !,:." m6me iangage qu'un UL-syst/~me fix6. 
2. D~finitions et notations 
Comme les tangages consid6r6s dans ce travail sont d6finis sur un alphabet d'une 
seu]e lettre, nous remplacerons chaque mot par sa longueur. N d6signe l'~nsemble 
des entiers naturels et N. = N-.. {0} est l'ensemble des entgers positifs. 
Une table est une s6quence finie, non vide, strictement croissante, d'616ments de 
N. Par la suile, nous confondons tout easemble fini no,~ vide inclus darts N avec la 
table que I'on obtient en ordonnant cet ensemble. 
Une table F = (k, , . . . ,  k,) est d(terministe si t = 1. Si Pes t  non d6terministe, sa 
caractdristique est 6gale au plus grand commun diviseur (pgcd) des entiers 
k, - kt, k, - k:. .... k, - k,s. La relation binaire ~ ~. est d6finie sur N par x =:~ p y 
ssi 
y= x,k, avec~x,=x et~ ' iE{ l , . . . , t} ,x ,  EN.  
i -~l i=:! 
Pour tout x EN,  Sp(x)est 6gal/~ {y EN/x ~e) '} .  Si Q est un ensemble inclus 
dans N tel que P '= Ptq Q soit non vide et s ix  =:~j.,y, nous dirons que la 
ddrivation x : : :~ ,y  n'utilise que des dldments de Q. 
Un TUL-sch~.ma G = {P,,.. . ,  P,} est un ensemble fini non vide de tables. La 
relation binaire ~ c; est d6finie sur N par x =:~ c; y ssi il existe dans G une table 
P telle que :~ ~ p y. La cl6ture transitive de cette relation est not6e =:~ ~. Le plus 
grand entier apparaissant dans une table de G sera not6 sup(G).  Si G poss~de une 
table non d6~erministe, sa caract(ristique est 6gale au plus petit commun multiple 
(ppcm) des caract6ristiques de ses tables non d6terministes. 
Pour w E N.. ((5, w) est un TUL-systdme qui sera appel~ UL-syst#me si G ne 
poss~:de qu'une table et DTUL-syst~me (DTUL-systdme)si toutes les tables ~:le G 
,,one, (non)d6terministes. Le langage engendr6 par le TUL-syst~me (G,w),  
L(G,w)=~zEN/w---~;z} est un TUL-langage. II est ais~ de v6rifie,," 
~Y:quivalence entre les TUL-systemes et TOL-syst~mes d6finis sur une seule lettre. 
Pour X = U. DTU, I)TU un XL-langage st un langage qui peut 6tre engendr6 par 
un XL-syst/:me. 
Enfin, pour x, y E N, x + Ny d~signera renserrable {x + Ay/A ~ N} et pour 8 E N. 
nous poserons x - y mod.,~ ssi x et y ont le m~me reste dans la divisions enti~.r:~ 
par ~. 
Terminons cette section, en donnr.lt un exemple de TUL-lan~a~e. Soit G = 
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{(0,2),(0,3)}. Le langage L(G,  1)= {1}UN2 U N3 e~t un Tul- langage rdgulier el il 
est facile de vdrifier que ce n'est pas t:n UL-langatge. 
3. "TUL-Ar i t~ ~' des langages r~guliers umlires 
Commenqons par rappcler quelques r6sultats d6montr6s dans [3] ct que nous 
uuliseron:., h plusieurs reprises par la suite: 
Th£~or~me 1 [3]. Soit (G, w) un TUL-systi 'me. II est ddcidabie de ddterminer si 
I. (G, w ) est un iangage rdguli, , et dans ce cas on peut effectivement le construire. 
Dans ie cas particulier off i'on consid~re tin TUt-syst/~me ne conte:.ant que des 
tables non d6terministes, on obtient: 
Th6ar~me 2 [3]. Tout langage engendr( par un 19TUL-syst~me st un langage 
rdgulier eCfectivement constructible. 
Enfin ie r6suitat suivant nous sera utile pour d6montrer le lemme de base de cette 
section: 
Lemme 1 [3]. Soit P=( t , ,u  + k,3 . . . . .  u +k,8) une table non ddterministe de 
caract&istique 8. Alors pour tout entier x, y v&ifiant k, E',.~ k, <~ y <~ xk t, xu + y6 
appartient ~ S~(x). 
Consid6rons maintenant, un langage r6gulier unaire R et posons nous la 
question de savoir s'ii existe un TUL-syst6me (G, w) tel que L (G, w) -  P,. 
Dans le cas o~ R est fini, sup (G)<~ 1 et R es~ ndcessairement d'une des formes 
suivantes: {w}, {o, w} ou {0, 1, . . . ,  w}. 
Supposons done que Rest  infini. D'apr?es Salomaa (cf. [8, 10]), il existe de~.Jx 
ensembles finis F et I inclus dans Net  deux entiers, a et d teis que: 
(i) R=R Ub~, (a+b+Nd) ,  
(ii) F C_ {0, . . . .  a - 1}, 
(iii) 0(E I c_ {0 . . . . .  d - 1}, 
(iv) a~>2 et d>11, 
(v) Si R = H U , ,z,,(x + Nd')  avec H et H' finis, alors d' est un multiple de d. 
Les 616ments, F, L a et d resteront fix6s tout au long de cette secti.:m. Pour tout 
x E N, ,~ d6signera l'unique 616ment de {0 . . . . .  d - 1~ qui v6rifi.e .~ -=- x rood. d. Enfin 
D sera 6gai h l 'ensemble {a + bib E I}. 
Lemme 2. S' i l  existe un ~.'UL-syst~me {G, w) qui engendre R, alors pour tout z 
vdrifiant ~. E D, il existe, dans G, une table P de camct&istique 8 eJr un entier y tels que 
z ~ yu mod. ,5 avec u = inf (P) et 9 ~-O. 
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D6monstration. Soit d'  la caract6ristique du TUL-sch6ma G. Comme L (G, w) est 
r6gulier, il existe deux ensembles finis H et H '  tels que R = L(G,w)= 
H U ,.~-,., (s + Nd'). Far d6finition de d (cf. (v)), d' est un multiple de d et comme 
z? E D, L (G, w) tq (z + Nd') est infini et d'apr/~s la d6monstration du Th6or/mle 3 de 
[3], il existe w'EL(G.w)  tel que L(G,, , ,w')N(z +Nd' )  soit infini avec G,~= 
{PE  G/P est une table non d6terministe}. Le TUL-sch6ma GN est encore de 
caract&istique d', L(G,,,, w') est r6gulier (Th6or~me 2) et il existe deux ensembles 
finis H, et H', tels que L(GN, w')= H, U ,~,; (s + Nd'). Comme 
L(G,,,. w ' )N(z  + Nd') est infini, il existe un entier positif A0 tel que Zo = z + A,,d' 
soit sup6rieur /~ w' et /t sup(H, )xsup(G~)  et appartienne /~ L(G,.,, w'). Etant 
donn6 que zo appartient ~t L(G,,,, w')-.. {w'}, il existe y E L(GN, w') et une table 
P 6_ t.;,,, tels que y :: :~,.z0. Dontc zo = yu +/3e; avec u = inf (P )e t  ¢5 caract6ristique 
de P donc divisant d'. ce qui implique z ---yu mod. B. 
De plus, d'apr6s ie choix de A,,, y est sup6rieur /a sup(H,) ,  donc y +Nd'C_ 
L(G,,,, w')C_" L(G, w)= R et ~ ~ D. 
D6montrons, maintentant, notre lemme de base. 
Lemme 3. S'il existe un TUL-systdme (G, w) tel que R = L(G, w), il cxiste un 
TUL-systdme (G', w') engendrant R et tel que w' et sup(G ' )  soient infdrieurs d 
(a + 2d-  1)'. 
D~mor, stration. Posons B = (a + 2d - 1)4, w '= i, si w ~< Bet  w' = a si w > B. A 
route .~able P de G, raisons correspondre la table 
P' = {~ ~_ P/x ~ B}U{x EN/a  <~ x <<- B ,3y  >- a, y E P, y --- x mod. d}. 
Ii est clair que si sup (P) est inf6rieur h a, P '  est 6gal h P. Dans le cas contraire, P '  
c~,', une table non d6terministe de caract6ristique 6gale h d si P est d6terministc et 
&'= pgcd(,£8) si P est non d6terministe de caract6ristique B. Posons G '= 
{P' IPE G} et montrons que L(G ' ,w ' )= L (G ,w)= R. Soient y E L(G,w) ,  
P '~ G'  et z E Sp,(y). Si ia d6rivation y- - ' -~ p, z n'utilize que des 616ments 
inf6rieurs /l a, y ~pz  et z ~. L(G, w). Dans le cas contrai, re, z ;~ a et par 
construction de P', il existe z'----z mod.d' ,  z '~a tel que y :=:~.z ' .  Done 
z 'EL (G,w) ,  zT=zT' et zER=L(G,w) .  Comme w'EL(G,w) ,  nous en 
d6duisons, par induction, L (G',  w ') C L (G, w ). 
Montrons, maintenant, que z ~< B et z =_ L(G, w) implique z E L(G' ,  w'). Pour 
cela, nous utiliserons la propri6t6: 
S ix  ~ e y avec y <~ B alors x ~ p. y, (i1) 
qui provient du fait que, si y est inf6rieur h B, la d6rivation x ~py  ne pei~t 
utiliser que des 616ments de P, inf6rieurs hB  qui sont donc tous dans P', S'ii exis~e 
"I 
• • yp, nous  avor,~s, une d6riva'tion w ~ y , . - . -~  o yp = z ~< B avec w ~ y~<~- ,)<~_ 
~lapr /~s( l ) ,w- - -~ ~zetcommew<~B,  w '=wetz~.L (G ' ,w  Sinon, ilexis.e' " 
une d6riv~ttion w : : :~-y  ::::~py~...=:~c~y~, = z, avec y >y i  et y t~" '~ YP= 
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z <~ B. Comme y est sup6r ieur ~ y,, la table P cont ient  O. Par construct ion,  
L(G' ,  w')est  infini, donc il existe darts L(G' .  w'). un ent ier  v' sut.,~rieur "~ v ct 
' "s , '~"  V . - - -~  ,~ z ~ I (G '  w' ) .  y '=:~ ey, ce qui impl ique, d apre.; (1), v p . 
I1 nou~ reste ~ moa:rcr ,  par r6currence suc z. que z E L(G, w) cnt r r inc  
G'  % J z E L (  , w Nous veaor:s ,:,e mont rer  cette propr i&6 pour  z ~< B ; p renons  d,Lmc 
z > B. Alors zT, appart ient / t  D et d'apr/~s le Lemme 2, il existe dans G une tabh: P 
non d6terministe de caract6rist ique 8 et y E N tels que f E D et z = yu mo,t.,5 
avec u = inf (P).  
Dist inguons deux cas: 
(I) Sup(P)< a. Aiors P ' -  P. I! existe y , -  y rood. d r  tel que" (y , , -  d~5)(u + ~5)<~ 
z ~ y0(u + ~5). Comme u + ~5 ~ sup(P)< a, yoa ~ y,,(u + ,5)>I z > B. Posons C = 
sup(P) (E~.s ) .  Ii est facile de v6rifier que C ~(a(a -  1)")/2 done y, ,~ B/a ", 
C4  ad>iC+d(u+tS)  et y.u +C~5-<-(y, , -dt$)(u ~-8). Nous en d6duisons 
y,,u ~-C -<- z ~< y,,(u + 8), donc z = y,,u + 13~3 avec C ~</3 <~ y,,,'5 et d'apr/~s le 
Lemme 1, z E S,.(y,,). Comme ~,, = ~ E D et y,, :" a. y,, E R = L (G, w ). Si y,, < z. 
l 'hypoth~st, de r6currence impl ique y,, E L (G ' ,  w')  doric z E L (G ' ,  w'). Si, au 
contraire yo>~z, u=in f (P )=OEP '  et comrne L(G' ,v , ' )  est infini, il existe 
y '~_L(G ' ,w ' )  tel que y'~> y,, donc y':=~p, z EL(G ' ,w ' ) .  
(2) Sup(P)  ~>a. Aiors P' est de caract6rist ique ,5'= pgcd(d,  8) et z = 
yu 'mod.  8' avec u'= inf(P ' ) ,  eosons V"= {x ~ P'/x <~ a + 2d-  1} et E = 
sup(P")(~,~e-s). La caract6rist ique de P" est encore 8' et E 
(a+2d- l ) " (a+2d) /2 .  II existe yz - - -ymod.d  v6rifiant (y~-d) (u '+8 ' )<~z<~ 
v~(u'+ 8'). Comme u '+ 8'<~ a + 2d-  1 et z > B, y, > (a + 2d-  1) 3 . De plus a >~ 2 
et d>~l  impl iquent  (a+2d-1)3~(a+2d- l ) " (a+2d) /2+d(a+2d-  1)>I 
E+d(u '+8 ' ) ,  dox, c y,~5>~ES'+d(u'+8') ,  y ,u '+ES '<~(y , -d ) (u '+8 ' )<~ 
y~(u'+ ~5') et z = y,u '4-  A~$' avec E <~ ,~ ~< y,~$'. Le Lemme 1 entra ine alors 
z E Spo(y~) C_ Sp(y,). En outre )5, = f E D, y, >t a, donc y, ~ R = L(G, w) et nous 
pouvons en d6duire, de la m6me fagon que dans le czs 1, z ~_ L(G' .  w'). 
Comme il n'existe qu 'un nombre  fini du TUL-syst6me (G ' ,w ' )  v6rifiant 
sup(G')~< (a + 2d-  1)' et w'~(a  + 2d-  ~)', le Th6or~me 1 et la d6cidabil it6 de 
l '6gaht6 pour les langages r6guliers impliquent" 
Thtfor~me 3. II est ddcidable de d(.terminer si un langage rdgulier unaire Rest  un 
TUL-langage et, dans ce cas, on peut effectivement construire un TUL-syst~me qui 
engendre R. 
Dans la d6monstrat ion du Lemme 3, le hombre  de tables de G '  n'est pas 
sup6r ieur / t  celui de G. Nous retrouvons ainsi, roais avec une borne plus 61ev6e, le 
r6sultat de Salomaa:  
Corol laire 1. [10] II est d~cidabte de d(.terminer si un langage r~gulier unaire Rest  
un UL-langage et, darts ce cas. on peut effectivement construire un UL-syst~me qui 
engendre R. 
I'IP M. Latteux 
Remarque. II existe des TUL-langages r6guliers qui ne peuvent pas 6tre engendrds 
par des TUL-syst/~mes ne contenant que des tables no~a d(,ter,:~;.fistes (1)TUL- 
syst/:mes). Consid6rons, en etiet, le TUL-syst/~me (G, 1)avec G = {(2), (4, 8)}. II est 
facile de v6rifier que L(G, 1) est 6gal au r6gulier R = {1,2} U(4 + N4). Supposons 
qu'il existe un l)TUL-syst6me (G', w') engendrant R. Comme 0 ~ R, w' est ~gal h 1 
et 2 dc~it appartenir h une table P' de G'.  Si P' contient aussi 1, aiors L(G' ,  1)= 
N ~ R. 11 existe, donc ,# > 0 tel que L (G", 1) C_ R avec G" = {(2, 2 + 8)}. Ceci 
impligce 2 + Bet  4 + B E 4 + N4, ce qui est impossible. 
Cepcndant, le nombre de tables ddterministes du TUL-syst~me (G',  w'), que l'on 
construit au cours de la d6monstration du Lemme 3, n'est pas sup6rieur au hombre 
de tables d~terministes du TUL-syst~me (G, w) de d6part. Nous pouvons donc en 
d~duire: 
Corolilairt, 2. I1 est dd, cidable de ddterminer si un langage rdgulier unaire R est un 
D+FUL-langage t, darts ce cas, on peut effectioement construire un 15TUL-systdme 
qui engendre R. 
L'algorithme du Th6or/:me 3, n'est gu/~re pratique, et ii pourrait 6tre int6ressant 
de l'am61iorer ou de trouver, au moins dans certains cas particuliers, des algorith- 
rues utilisables. Ce th6or~me permet, cependant, d'obtenir d'autres r6sultats de 
d6cidabilit6. 
4. Autres probl6mes d6cidables 
Montrons, en premier lieu, qu'il est possible de d6term,ner si un TUL-iangage 
appartient b ditt6rentes sous-classes de la classe des TUL-langages: 
Th6or/~me 4. I1 est ddcidable de ddterminer si un TUL-systbme (G. w ) engendre un 
DTUL-langage, un l~TUL-langage ou un UL-langage. 
Demonstration. Dans le cas ofa L(G, w) est fini, le r6sultat est imm6diat. Suppo- 
sons, done, que L (G, w) est infini. Montrons, alors, que si G contient une t~ble P 
non ddterministe, L(G, w) contient un iangage r6gulier infini. Distinguons deux 
CIIS~ 
(i) P = (0. 1). Etant donn6 que L(G, w) est infini et que pour tout x ~ N, 
L({P},x)= {0,1 . . . .  ,x}, L(G, w)et  6gal h N. 
(if) P~ (0, 1). L(P, w)C_ L(G, w)est un l)TUL-langage infini donc un langagc ~ 
r6gulier infini (Th6or6me 2). 
Comme aucun DTUL-langage ne contient un langage r6guliet i,fini [3], nous en 
d~duisons: L(G,w)  est un DTUL-langage si et seulement si (G,w) et un 
DTUL-syst/~me. 
Si L (G, w) est r6gulier, ce qui esT d6cidable, on peut construire ttectivement ce
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r6gulier (Thdorbme 1) ct d'apr/~s les Corollaires 1 et 2, ddcider si L(G, w) cst un 
15TUL-iangage ou un Uk-langage. 
Enfin, si L(G, w) n'est pas r6gulier, il ne peut pas 6tre un I3TUL-iangage qui cst 
toujours r6gulier (Th~or~me 2). En  outre, si L(G, w) est un UL-iangage. c'est 
n6cessairemlent un DUL-langage ce qui entraine que (G, w) doit ~tre un DTUL-  
syst~me. Posons, dans ce cas, G ={(u,) , . . . , (u , )}.  On p~ut supposer que 1< 
u, < . . .  < u,, et il est alors facile de v~rifier quo L(G, w) e~t un UL-iangage si et 
seulement si pour tout i E {2 . . . .  ,n}, u, ~ L({u,)}, 1). 
Int6ressons-nous, maintenant, au probl~me de l'6galit6 de deux iangages: 
Th6or~me 5. Soient (G, w) un TUL-systi'me et L un DTUL-langage, DTUL-  
langage. UL-iangage ou un iangage rdgulier. II est dg:cidable de dt;termi~er si 
L = L(G, w). 
D~monstration. Dans ie cas oil L es1 un l)TUL-iangage (ou un langage r6gulier) ce 
r6gulier est effectivement constructible (Th6or6me 2)et L(G, w)= L entraine que 
L(G. w) est r6gulier. Comme on pc-ut construire effectivement ce r~gulier, on est 
ramen6 & l'6galit6 de deux iangages r6guliers. 
Dans le cas 06 Lest  un DTUL-langage. d'apr6s la d6monsrration t!u th6or/;me 
pr~.c,;.dent, L(G. w)= L implique que (G, w)est un DTUL-sy,,it/~me. Posons alors. 
G = {(x~) . . . . .  (x~)} et G' = {(y,) . . . . .  (y,)} avec L(G'. w') = L. I! est facile de v6rifier 
que L (G ,w)  est 6gai ~ L (G ' .w ' )  si et seulement si w= w', V iE{ I  . . . . .  s}: 
x, EL (G ' , I )  et VIE{1 . . . . .  t}. y, EL(G, I ) .  Nous pouvons cor:clure cettc 
d6monstration en remarquant que tout UL-syst/~me st soit un DTUL-~yst/~mc soi" 
un 13TUL-syst~me. 
Terminons, en mentionnant les deux probi6mes non e,~core r6solus: 
(i) Trouver un algorithme qui permette de d6cider si deux TUL-syst/~mes 
engendrent le m6me langage. 
(ii) Trouver un algorithme qui, 6tant donn6 deux TUL-sch,~ma,~ G et G',  
permet~e de d6cider si V w E N,, L (G, w) = L (G' ,  w). 
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